A kozos kozéppontu ellipszis és hiperbola metszéspontjairol

Itt kizarolag a cimbeli specidlis esettel foglalkozunk, melynél viszonylag egyszerti képle -
teket irhatunk fel.
Kezdetnek tekintsiik az 1. abrat!

1. abra

Itt a kozos O centrumu, eltérd a és b paraméterekkel bird piros ellipszist és a kék hiper -
bolat rajzoltuk meg. A két gorbe 4 darab M; (1 =1, 2, 3, 4 ) metszéspontjat is berajzoltuk.
Az 1. dbra megadja a hivatkozasi alapot, a jeldlésekre nézve is. Az itteni adatok esetén:
Qe > Apip » byt > bpip - (1)

Masodszorra tekintsiik a 2. abrat!
Itt egy olyan esetet abrazoltunk, melyre:
Aoyl = Apip » byt = bpyp - (2)

Latjuk, hogy itt az 1. és 2., valamint a 3. és 4. metszéspontok paronként egybeestek.
Ezek szerint az ellipszis és a hiperbola itt mar csak két k6zos ponttal bir.
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3. abra



Itt egy olyan esetet abrazoltunk, melyre:
Aoy < Qpip » byt < bpyp - (3)

A 3. dbran az ellipszis és a hiperbola k6zos pontjainak szdma: 0.

Latjuk, hogy a k6z6s centrumu ellipszis €s hiperbola akkor produkal k6z6s pontokat, ha
Aoy = Apgp - (1)

A metszéspontok koordinatainak szamitdsa az alabbiak szerinti.
Kiindulunk az ellipszis €s a hiperbola kanonikus egyenletébdl:
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A metszéspontok Yy - koordinatai egyenldek, ezért ( 6 ) jobb oldalainak egyenlévé tételével:
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innen négyzetgyokvonassal:



X12 = Xagy - (8)
A (8) képlet adja meg az M metszéspontok X - koordinatait.
Folytatva (6 /1) és(7/2) szerint:
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innen négyzetgyokvonassal:
Y12 = Ebey (10)

A (10) képlet adja meg az M metszéspontok Yy - koordinatait.
Minthogy itt a négyzetgyok jele alatt csak nemnegativ szam allhat, igy kell, hogy:

agu agll aell

az——120%?21472+1%a6112ahip, (11)
hip hip hip _—

egyezésben ( 3) - mal,

Vagyis a szemlélet és a szamitas is arra vezetett, hogy a vizsgalt esetekben akkor lehet az

ellipszis - és a hiperbola - sokasagnak k6zos pontja, ha teljesiila (11 ) = (!) feltétel.

Mint lattuk, a kozos pontok lehetséges n szama: 4, 2, 0. Részletesebben:

Aeyp > Ay > =4,

Aoy = Qpip = N =2,

Aoy < Apyy > =0, (12)
A (12 ) kapcsolatok fennallasa kiolvashato a ( 8 ) és ( 10 ) képletekbdl is.

Képleteinket egy szampéldaban alkalmazzuk.



SZAMPELDA — 1. 4bra

Adott:
Aoy =5cm, apy, =4cm; by =3 cm, by, =2cm. (A)

Keresett: X1, ; Y12 -

Megoldas:
2
1+<:e_l.l) 1+(3 cm)2
X1p = tag - = 45m - [—0— = +4,616435357 cm
(‘le_l'l> +<:e_l.l) (4cm) +(2cm)
Ahip hip
X1, = £4,616435357 cm . (a)

<ae_u>2 L o
_ . %hip — . (4cm) —1 —
Y12 = they 2 ;=+3cm - [ —— = +1,152331919 cm
(ae_l.l> +<:e_l.l> (4 cm) +(2 cm)
Ahip hip

Vi, = +1,152331919 cm . (b)

Az (a)¢és (b)eredmeények alapjan a metszéspontok:

M; ( 4616435357 cm ; 1,152331919cm ), (c/1)
M, ( 4,616435357 cm ; —1,152331919 cm) , (c/2)
M; (—4,616435357 cm ; 1,152331919cm) (c/3)
M, (—4,616435357 cm ; —1,152331919 cm ) . (c/4)

A (¢) eredmények egyeznek az 1. abra megfeleld adataival, melyeket a Graph rajzolo
szoftver metszéspont - keresO szolgaltatasaval kaptunk..

......................

M1. A vizsgalt ellipszis - €s hiperbola - sokasagok nem csak k6zos centrummal, de egy -
beesd fotengelyekkel is birnak; azaz az ellipszis nagytengelye egybeesik a hiperbola valos
tengelyével, az ellipszis kistengelye pedig egybeesik a hiperbola képzetes tengelyével.

E tények konnyen leolvashatok az dbrakrol.



M2. Az altalanos helyzetli ellipszis és hiperbola metszéspontjaival itt nem foglalkoztunk.
Azt azért megemlitjiik, hogy akkor leginkabb grafikus iton hatdroznank meg a metszés -

pontok koordinatait, elkeriilendé a nehézkes, hossza és konnyen eltéveszthetd szamitaso -
kat.

M3. Figyelemre mélto tény, hogy a ( 11 ) feltételben nem szerepelnek a bey és by, adatok.

M4. Abrainkon feltiintettiik a hiperbolak
b
Yasz = £=° X (13)

a

egyenletli aszimptotait is.

M5. Fenti feladatunk adja magat a kozepiskolai tananyag egy alkalmazasaként, igy tanul -
manyozasuk kozépiskoldsoknak is ajanlhato. Szinte biztos, hogy egy adott ellipszis és egy
adott hiperbola metszéspontjai meghatarozasanak feladata szerepelt tanulmanyainkban, de
nem paraméteres formaban, ahogyan azt ( 8 ) és ( 10 ) adja.

M6. Kivancsiak lettiink, hogy hogyan kellene megoldani feladatunkat az ellipszis és a
hiperbola paraméteres egyenletrendszerei segitségével. Ehhez tekintsiik a 4. abrat!

¥

4. abra



Itt az ellipszis
Xy (t) = @y ~cost , Yo (t) = by -sint , 0°<t,; <360°; (14)

valamint a hiperbola
xhlp( ) = ’ )’th (t) - bhlp g, 0° < thip < 360°. (15)

cost
paraméteres egyenletrendszereivel, valamint az ( A ) adatokkal dolgoztunk. Minthogy az
M; megoldas koordinataibol az ismert modon — ( ¢ ) mintdjara — megkaphatjuk a tobbi
megoldas / metszéspont koordinatait, igy elegendd lesz M; meghatdrozasara szoritkozni.
A 4. dbran ismét megmutattuk az M; pont rajzi eldallitasat, ( 14 ) és ( 15 ) szerint. Fontos,
hogy az M - hez tartozo ty ¢ # ty i, - Utobbiak — vagy valamelyikiik — meghatérozasa a
kozvetlen feladat, mert ismeretében X; és y; mar szamithato ( 14 ) vagy ( 15) - bél.

A szamitast az aldbbiakban részletezziik.

Az M; metszéspont meghatarozasanak 2 feltétele:

Xell,1 = Xhip,1 5 Yell,l = Yhip,1 - (16)

Most (14/1),(15/1)¢és( 16/ 1) szerint:
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Most (17/1)¢és(18) -cal is:
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SZAMPELDA — 4. 4bra

Most (A ), (22 ) és (23 ) szerint:

bpi 2
1+ (520) j 1+ (22)
X1 = Qpyp * |7 “——=4cm- — 7 = 4,616435357 cm , tehat:
v (ﬁ)2+ () (Gan) *Gan)
X1 = 4,616435357 cm . (d)
b o) 2 J - () 1,152331919 cm , tehat
Y1 = Dnip " |7 —z — «Cm- —7 L,z = L cm , tehat:
" | () e
y; = 1,152331919 cm . (e)

A (d)és (e)eredmények megegyeznek az (al ) és ( bl ) eredményekkel, igy a teljes
megoldas ( ¢ ) lesz. Ezzel megmutattuk, hogyan oldhaté meg feladatunk a paraméteres
egyenletrendszerekkel dolgozva. Utobbi lényeges mozzanata, hogy elkeriiltiik a typ -
paraméter nem hegyesszogii értékeit; ugyanis ott a hiperbola — mondhatni — ,,furcsan
viselkedik”. Utdbbi veégiggondolasat rabizzuk az érdeklddd Olvasora.

M7. A hiperbola ( 15 ) paraméteres egyenletrendszerével tovabbra is csak ritkan talalko -
zunk. Féként hasznalatban, mint itt iS. E témaban hasznos lehet *) és **).

M8. A (8)¢és(10),valaminta (22) ¢és (23 ) képletek az ( A ) adatokkal pontosan egy -
forma eredményre vezettek, alaki eltérésiik ellenére. Javasoljuk, hogy az érdekl6dd Olvaso
mutassa ki a megfeleld képletek azonossagat!

M9. Mar felhivtuk a figyelmet, hogy t; o;; # tq s, , altaldban. A fenti szampélda eseteben
(18)és(A)-val, valamint (17/2)és (A) - val:
tinip = 29,95°, tyen = 22,59° . (f)

Az ( f) eredmények megegyeznek a Graph altal kijelzett megfelel6 adatokkal.

Ehhez Id. a 4. abrat is! Javasolhaté elmélazni azon koriilmény felett, hogy vajon nyilvan -
vald - e a ty ¢ # typ, Viszonylat! Ugyanis az erre valo nem tigyelés lehet a 6 hibaforrasa
egyes elrontott szamitasoknak. Ezt a hibat mi a 4. dbra megrajzolasaval keriiltiik el.
Tanulsag: rajzoljunk abrat, foleg a problémasabb esetekben!
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Ajanlott olvasmdnyok:

*)
https://galgoczi.net/anyagok/Az%20ellipszis%20es%20a%20hiperbola%?20parameteres%?2
Oeqgyenletrendszererol.pdf

**)

https://galgoczi.net/anyagok/Az%20ellipszis%20es%20a%20hiperbola%20erintojerol.pdf

Osszeallitotta: Galgéczi Gyula

ny. mérnoktanar
Szddliget, 2022. 09. 08.

Tovabbiak: https://galgoczi.net/
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